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Organisation du cours 


Livre de référence : 


o Introduction to electrodynamics, D. J. Griffiths, Prentice Hall 


Lectures avancées : 
e The Feynman Lectures on Physics, R. P. Feynman, R. B. Leighton and 
M. Sands, Addison-Wesley 
e Classical Electrodynamics, J. D. Jackson, John Wiley & Sons 
e Théorie des champs, L. Landau & E. Lifchitz, ellipses 


e Electricity and magnetism, E. M. Purcell, Berkeley Physics Course 


Organisation du cours : 


e 25 h théorie, 10 h exercices 


o Cours le lundi de 8h30 à 10h15 au 3.14 (B5b) et le mercredi de 13h30 à 
15h30 au S.01 (B7a) 


e Transparents disponibles (myULg) 


oe Examens écrits (théorie — 65 %, exercices — 35 %) en juin et en septembre 
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Ligne du temps 


1700 1750 1800 1850 1900 1950 


E___ ]D'Alembert 
Coulomb 
È : Laplace 1785 : Loi de Coulomb 
Biot 1820 : Loi de Biot et Savart 
[TT Ampère | 1831 : Loi d'induction de Faraday 
T IT Eu 1873 : Equations de Maxwell 
LI en 1887 : Expérience de Hertz (ondes élm) 
= ss 1900 : de Planck 
= Faraday ; os e “ : | 
= Savart | | 1927 : Théorie quantique du champ élm (Dirac) 
Lenz 
— 
I I Foucault 
= Stokes 
Maxwell 
S Heaviside 
= Poynting 
= Lorentz 
EE Here 
er Planck 


1785 1820 1831 1873 [1900 1927 
1887 
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La charge électrique 


e La charge électrique apparaît sous deux formes : positive et négative 


e La charge électrique totale d'un système isolé est constante au cours du 
temps, quelque soit le mouvement et le nombre des particules 


(ex : les atomes d'hydrogène et d’hélium sont électriquement neutres bien que le mouvement des 
électrons au sein de ces atomes soit très différent) 


e La charge électrique est quantifiée 
Q=ne avec n entier et e = gp = —qe © 1.602 1071 C 


ou Q = ne/3 si on tient compte des quarks (charge je pour les quarks d,s,b et charge 3e 
pour les quarks u, c, t) 


e Interaction électrique > interaction gravitationnelle 
mais neutralité (électrique) des atomes, molécules, … 


+q +q 
<—@ — 


q > 0 ou <0 


+q —q 


Électromagnétisme John MARTIN | 2012-2013 7/138 


Introduction 


Toutes les unités physiques peuvent s'exprimer à partir des unités de bases suivantes : 
le mètre (m), le kilogramme (kg), la seconde (s), l'ampère (A), le kelvin (K), 
la mole (mol) et le candela (cd). 


Grandeur symbole unité 

Longueur JEAN m 

Masse m,M kg 

Temps t s 

Force F N=kg.m.s" ? 

Travail wW J=kg.m?.s ? 

Puissance P W=kg.m?.s 

Charge Q, q C=As 

Densité de charge p Cm *=As.m 

Courant I A(=Cs |) 

Densité de courant j Am? 

Champ électrique E Vie = its" 
Potentiel électrique V V=m?kg.A ls 
Polarisation ta Cm ?—=Asm ? 
Déplacement électrique D Cm ?=A.s.m ? 

Capacité électrique @ OVER RTE 
Flux magnétique P Wb=V.s=m°?.kg.s ?.A 1 
Induction magnétique B T=Wb.m ?=kg.s ?.A ! 
Magnétisation M Am | 

Inductance L H=Wb.A l=m°?.kg.s 2.A 2 
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Introduction 
Grandeur symbole valeur statut 
Vitesse de BE mire @ 2.99792458 10° m.s ! exact 
dans le vide 
Perméabilité du vide lo 4 1077 Vs.A lim! exact 
Permittivité du vide €o 8.854187817... 107? As.V im 7, exact 
Charge de l’électron e 1.602176462(63) 107 1° C 
Masse de l'électron au repos Me 9.10938188(72) 10°! kg 
Rapport Te porn Mp/Me 1836.152668(39) 
Nombre d'Avogadro Na 6.02214199(47) 10 mol ! 
Constante de Faraday F 96485.3415(39) C.mol”! Nae 
Rayon classique de l'électron ne 2.817940325(28) 107 m = 
Constante de Boltzmann kB 1.3806503(24) 107% J.K-! 
Constante de Planck hk 6.62606876(52) 107% J.s 
Rayon de Bohr ao 0.5291772083(19) 1071 m bien. 


TrmMee 


= 9 10° All. Vim 


0 


c > 3 10° ms”! 


Remarques : - 
— 4e 
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Calcul vectoriel 


Notations. Produit scalaire 


Vecteur : À = A; ez + Ayey + A:e; = (Az, Ay, A:) 
Norme : [A] = À = ,/A2 + 42 + 42 
Vecteur unitaire : ea = A/A 


Vecteur position d'un point P : rp = xp ex + YP ey +2Pe: =(xP,yP,zP) 


rp = distance O — P 


Produit scalaire 


o A-B = A,;B; + A,B, + AB; Ya 

o A.B — ABcosô 

eo A-B—-B:A Ay 
3 3 B 

o A—Ÿ Aie; = (A-ei)e; : 
2—1 i=1l 

o A.A— A 
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Calcul vectoriel 


Produit vectoriel 


Le produit vectoriel À x B est un vecteur axial de norme 
[AXB| = ABsin0 


égale à l'aire du parallélogramme engendré par A et B et dont les composantes 
sont données par 
(AXB)z = AyB; — A:By z 
(AXB), = A: Bs — ArBz 1 
(AXB): = A5By — AyB> 


Propriétés 


oe AxXB 1 A,B 
o BxXA—-AXxXB 


Er €y € 
o AxB=| A; Ay A: 
Bx By B: 
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Calcul vectoriel 


Produit vectoriel (suite) 


Les composantes du produit vectoriel A xXB peuvent s'écrire sous la forme com- 
pacte 


3 
(AxXB); = >. EiÿkAjBr 
jk=1 
où Eijr est le symbole de Levi-Civita 
+1 si (i,3,k) est (1,2,3),(3,1,2) ou (2,3,1), 
Eijr = À —1 si (i,7,k) est (3,2,1),(1,3,2) ou (2,1,3), 
O sinon (i — j ou j = k ou k— à) 


Identités 


3 


3 3 
) Eijk£Eimn — djÿmôkn on OjnÔkm ) ) EijkEijin — 20kn 


i=1 i=1 j=1 


Électromagnétisme John MARTIN | 2012-2013 12/138 


Calcul vectoriel 


Produits mixtes 


Soit des vecteurs À, B et C. On définit les produits suivants : 


e Triple produit vectoriel : AxX(BxC) = B(A : C) —- C(A -B) 


e Produit mixte: A-(BxC)=(AxB)-C=(CxA)-B 


— volume du parallélépipède engendré par A,B,C 
e Décomposition d'un vecteur A selon un vecteur unitaire n 
A=(A-n)n+nx(Axn) 


o Équation d'un plan orthogonal à un vecteur k 


k:r = constante 
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Calcul vectoriel 


Vecteurs et dérivées 


eo Dérivée d'un vecteur 


dA(t) — A(t+ At) — A(t) ie dAy(t) _. 


dt  At-o At 


eo Dérivée d'un produit de vecteurs 


d(A-B) dA dB 
dt di PA dt 
d(AxB) _ dA dB 
D ue reg 


e Dérivée directionnelle 


Of) _ 
= =Vf(r).n 


o Théorème d'interversion des dérivées 


df(r) _ df() 


Oxy  Oyôx 
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Calcul vectoriel 


Gradient (d'un champ scalaire) 


Soit f un champ scalaire, c'est-à-dire une fonction qui à tout point r = (x,y,z) 
de l’espace associe le nombre f(x, y, 2). 
Le gradient du champ scalaire f est le champ vectoriel 


o of of Of Of of 
grad jf = Vf = PET "Fa = (25 dy" 2) 


qui s'obtient par l'application de l'opérateur nabla 


8 8\. 
_ (re) — (dx; dy, Oz) 


au champ scalaire f. Les composantes de V f se transforment comme celles d’un 
vecteur lors d'un changement de base. 


Cas d'une rotation d’un angle 4 autour de l'axe z (sens trigonométrique) : 


x" = x cos 0 + ysin 0 Os f = Of cos 0 + 0, f sin 0 
— 
y = —xsin 0 + ycos 0 dy f = —0x f sin 0 + 0, f cos 0 
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Calcul vectoriel 


Gradient (d'un champ scalaire) 


3 n ù nl 2 3 


Figure. Surface f(x,y) = sin x sin y et champ vectoriel V f. 


Considérons deux points voisins r et r + dr. La variation du champ scalaire f 
entre ces deux points est donnée en bonne approximation par 


d = f(r+dr)- fr) = Vf:dr 


Le gradient de f possède la direction de la pente la plus forte et pointe vers 
les valeurs croissantes de f. Le gradient est perpendiculaire aux équipotentielles 
(surfaces f(x, y, 2) = constante). 
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Calcul vectoriel 


Développement en série de Taylor 


Binôme de Newton : 


— 1 —1 — 2 
G+a) = 1+ ar + MD, 4 2e Ds +. (a ER) 
Développement de Taylor dans R° aux alentours de ro : 
Of 1 of 
dr) = + dr; + — dridr; +... 
f(ro + dr) = f(ro) Es 21, +3 p2 nl et 
Ti TU,Z 0 i=2Y; ro 


Tir U;z 


1 
= flro)+ Vi dr + dre (4, dr) +. 


Ce 


où H est la matrice Hessienne de composantes H;; = ———. 
Ôr;ôr; 


Autre forme : f(r) = f(ro) + Viho -(r—ro) + ï (—ro): (4,& — ro)) +. 


. 1 
Exemple. Développement en série de f(r') = —— aux alentours de r/ — 0 
r—r 
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Calcul vectoriel 


Intégrales curvilignes 


Une courbe C est paramétrée par un chemin r(t) = (x(t),y(t),z(t)). 


L'intégrale curviligne d'un champ vectoriel A le long d'une courbe orientée C — 
{r(t):te[ta,t8]} est notée 
#8 dr 
Î A:d£ et vaut par définition Î A(r(t))- — dt 
€ tA dt 


Le vecteur tangent unitaire à la courbe orientée est donné par t = æ/ | ; 
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Calcul vectoriel 


Intégrales superficielles 


Une surface S est paramétrée par une couverture (r(u,v), K) où r(u,v) = 
(æ(u,v),y(u,v),z(u,v)) et (u,v) € K°= [umin, Umax] X [Umin; Umax]. 


L'intégrale superficielle (ou flux) d'un champ vectoriel A sur (au travers de) la 
surface orientée S est notée 


; A-ndS et vaut par définition 1. A(r(u,v)) : (dur x Our) du dv 
S K 


OurxOyr 


La normale unitaire à la surface orientée est donnée par n = -54<<2.. 
[Our X Ovr| 
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Calcul vectoriel 


Flux d'un champ vectoriel 


Le flux d'un champ vectoriel À au travers d'une surface S de normale extérieure 
n est défini par 


da = | A-nas 
S 


Exemple. Si A représente le champ de vitesse (homogène et stationnaire) dans 
l'eau d'une rivière mesuré en m.s_!, et si S est la surface d'orientation n, ex- 
primée en mètres carrés, À : n S est le débit de l'eau à travers le cadre mesuré 


en mètres cubes par seconde. 


Ef 7 


Pa = AS Pa —0 Pa = AS cos 0 


A 
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Calcul vectoriel 


Divergence (d'un champ vectoriel) 


Soit v un champ vectoriel, c'est-à-dire une fonction qui à tout point de l'espace 
associe le vecteur v(r) = (u:(x,y,z),vy(x,y,2),v.(x,y,2)). 

La divergence du champ vectoriel v est un champ scalaire dont la valeur en 
tout point est donnée par la limite (indépendante du choix d'un système de 
coordonnées) 


div v= lim ne v-ndS = flux local par 
AV-—0 À nes 
unité de volume 


ayant pour expression en coordonnées 
cartésiennes 
Ovr  Ovy | Ov; 
nd Ass 


div v= —— + 


Ox 


Le flux au travers de l'élément de volume 
AV = AxAyAz vaut par définition 
AV div v (pour AV — O). 
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Calcul vectoriel 


Théorèmes de Gauss et de Stokes 


Pour tout volume donné V dont la frontière est une surface S régulière, 
c'est-à-dire admettant une normale extérieure n presque partout, on a 


JA-nas = /(v-A)av (Gauss) 
s v 


A 


21/138 
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Calcul vectoriel 


Rotationnel (d'un champ vectoriel) 


Le rotationnel d'un champ vectoriel v est un champ (pseudo)vectoriel défini en 
tout point de l'espace par la limite (indépendante du choix d'un système de 
coordonnées) 


L . : 
(rot v):n— lim —— @ v:d£ = circulation locale 
AS-0 AS Je Le 
par unité de surface 


ayant pour expression en coordonnées cartésiennes 


__ {dv du Ovz _ Ov: Ovy _ Ov _ 
rot v = (SE me) e + (5 D) eu + ( = je vx 


La circulation le long de la boucle C 
d'aire AS = AxAy vaut par définition 
AS (rot v): (pour AS — 0). 

Les trois composantes (rot vj)z, 
(rot v}y, (rot v): forment un vecteur. 
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Calcul vectoriel 


Théorèmes de Gauss et de Stokes 


Pourvu que À et V x A soient continus dans un domaine contenant la surface 
S ouverte, limitée par le contour C, on a 


fa-a- J(vxa)-n4s Gr) 
(C S 


avec les règles de signes habituelles concernant n et le sens de parcours de C. 
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Calcul vectoriel 


Laplacien 


Le laplacien du champ scalaire f est le champ scalaire 
Af = div grad f=V:Vf 


ayant pour expression en coordonnées cartésiennes 


On utilise aussi la notation V?f. 


Pour le champ scalaire à deux 
dimensions f(x, y) = a(x? + y?), 
on a Af = 4a. 


Laplacien — Ÿ° dérivées secondes 
 ÿ[ courbures 
courbure moyenne 


g(æ, y) = a(x? — y?) = Ag = 0. 
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Calcul vectoriel 


Formulaire de calcul vectoriel 


Soit V, W des champs scalaires et A, B des champs vectoriels qui dépendent 
des coordonnées r et éventuellement du temps t. On a 
VXVV=0 V-(VxA)=0 
V x (V x A) = V(V:A)-V?A 
V-(VA)=VV-A+A.-VV 
VX(VA)=VVXA+VVXxA 
V-(AxB)=B-(VxA)-A.-(VXxB) 
V(A-B)=AXx(VxB)+Bx(VxA)+(A-V)B+(B:V)A 
VXx(AxB)=A(V-B)-B(V-A)-(A-V)B+(B:-V)A 
où (A-V)B=((A-V)B:,(A:V)B,,(A:V)B.) 
A(VW) = (AV)W +2VV :- VW +V(AW) 


1 r—r r—r 
()-- x () 0 
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Calcul intégral 


Quelques rappels de calcul intégral 


Quelques primitives à connaître. 


| = dx = In(x) Î — dx = arcsinh(x) 
1 L z : 3 
1 dx = arctan(x) es ONE 


Î x _— 1 Î 1  — æ 
(+22)32 7 î+x (+22)82 0 + 
Changement de variable régulier x = x(y) 


b b! 
IÉCCE COUT 


avec a’ = lim;-_,a y(x) et b' = lim,_,# y(x). 


Remarques : e Toutes les primitives sont définies à une constante additive près. 


e arcsinh(x) = In(x + V1 + x?). 
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Calcul intégral 


Changement de variable et opérateur de dérivation 


Soit r(r’) un changement de variable dans R". On a 


Or, d! 

QE 9 \" | 
L (&) 

Be, d. 


. { ôr À . 2 
où (&) est la matrice jacobienne du changement de variable 


Lu = 2 jacobien — det Lis 
&"), © 7 (or 


Exemple | : changement de variable linéaire dans R° 


LA Vr — Vr — Vr_ro 


27 /138 
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Calcul intégral 


Changement de variable et opérateur de dérivation 


Exemple II : coordonnées sphériques [r = (x,y,2), r’ = (r,0,ç)] 


x(r,0,) r sin Ü cos @ 
r{r')= {| y(r,0,ç6) | = | rsin0sing 
z(r,0,%) r cos 0 


sinfcosp rcosôcose —rsinbsing 


or hs : : ôr . 
(& = | sinOsing rcosôsng rsinOcosv , [det lle r? sin 0 
r r 
cos 0 —r sin Ü 0 
4 sin @ cos cosô cos sine Ô 
ca T r sin 0 L 
> dy | = | sinÿsmgp Ssésne nv do 
F T sin 


à; cos Ô 0 de 


T 
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Calcul intégral 


Coordonnées sphériques 


1 æ = rsin0 cos@ r= Va? + +2 
y=rsinptsne + 0 = arctan (Va +2) 
z=rcosû g = arctan(y/x) 
r € ]0,+oc0[,8 E]0,x|[,ç € J0,2x| 


A = À, e; + Ào eo + À4 ee 


er = sin 0 cosy e- + sin Osin y e, + cos 0 e: 
eg = cos 0 cos ex + cosÜ sin e, — sin 0 e; 


= —siny ex + cos ey 


27 r +00 
fl. f(x, y, 2) dx dy dz sf de] d0 sin f drr?f(r,0,@) 
0 0 0 


ôf . ;i0f .., 1 _—. _. 
Vf or +796 © Ten 0 0p CA dV = 7 sin0 dr dû dy,  dS = r" sin 0 d0 d 
1 0(r?4;) 1 à ; 1 04, 
Die r?  Ôr CET LE er Co 
1 Ô : A5 1 1 04, à 1 OA, 

VAR (% Aexine) - LE) e ++ (nee - 4e) + (2 7) © 
2 

hpe Le (22) _ (sn0%) pe 21 


r? Or ôr r2sin 0 00 00 r?sin? 0 0? 
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Électromagnétisme 


Calcul intégral 


Coordonnées cylindriques 


z 

1 z = pcosp p= Vr? +? 
y—=psinyp & 4 4—arctan(y/x) 
Z—=2 Z=2 


pE]0,+oœ{,4 €]0,2r[,z €] — 00,00| 
A = A, e, + A4 ep + À: €: 


€p = COS €r + sin €y 


€y = —Sing er + COS €y 
e: = e: 
2% +00 +00 
Il ua de dyde = | de | ave [ dz f(p,w, 2) 
R3 0 0 —0 
of, lof, of L L 
Vf dp +55 ee+r ee dV = pdpddz, dS = pdpdz 
_19 , 104, 04 
V-A 5 ap (4e) p ôp dz 
104. 044 04, _ 0A. 1 fo(pAs) _ 04, 
Fe ( êp ee + (5 mn) +3 ( op 8e ) °° 
10 f{ Of 1 f of 
Sr (4) F0 07 
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lc transverses et longitudinaux 


Définitions. Un champ vectoriel est dit transverse (ou indivergentiel) si sa diver- 
gence est nulle en tout point de l'espace. Un champ vectoriel est dit longitudinal 
(ou irrotationnel) si son rotationnel est nul en tout point de l'espace. 


Un champ vectoriel B est transverse ssi il dérive d'un potentiel vecteur A. 
V:B=0 & B=VxA 


Le potentiel vecteur À est défini à un gradient d'un champ scalaire (Vo) près. 


Un champ vectoriel E est longitudinal ssi il dérive d'un potentiel scalaire V. 
VxE=0 & E=(-)Vv 


Le potentiel scalaire V est défini à une constante additive (C') près. 


Remarque : Nous supposons tous les champs deux fois continâäment dérivables afin que 
le théorème d'interversion des dérivées soit d'application. 
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Champs transverses et longitudinaux 


Champs transverses et longitudinaux 


Tout champ vectoriel A qui décroît plus vite que 1/r à grande distance (cas des 
champs E et B statiques) peut se décomposer en une composante longitudinale 
A définie univoquement par sa divergence et une composante transverse A 1 
définie univoquement par son rotationnel. 


Plus précisement, 
A=-VU+VXxW 
ee St, mm 


A A; 
avec 1 ( \ ’) 
ni LAN à a V:A)(r V! 
U(r) L EF r'| d 
et 


W) = — Î ESS 


AT ir —r’| 
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Champs transverses et longitudinaux 


Exemples de champs vectoriels 


(a) Champ homogène A = (Az, Ay, A:) 
Axr 


+ Vo 
VxA=0 A = VS avec D—A.r+C 


V-A—=0 A=VXxB ave B = 
= 


(b) Champ tournant À = we, xXr = w(—y,x,0) =wre, 


V:A=0 + A=VXxB avec B=wz(x,y,0) + Vo 

V x A = 2we; 
SNNSNNNNN NN ae . 
SNS NNN SN UN NN L'CSR \ 
SINNNNNNN NU / Nec e \ 
NN NN NN NN NN PAPERS \ \\ 
SNNNS SN NN UN ep PAR AE ù 

(a) SSSSSSSSSSS (b) jà k x ï h tÎ Î 
NNNNS NN NN NS | + re ML l'/ 
SNSNSN NS SNS \\ La 7 À 
SNINNNNNNNN NS \ Nour y P 
SNS SN SN \ Ni 7 
N _ 


SNINNNNNNN NN des 
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Champs transverses et longitudinaux 


Exemples de champs vectoriels 


(c) Champ radial A = (x,y,2) =r 


V-A=3 
VXA=0 —æA=VBD avec D=r/2+0C 


(d) Champ rotationnel A = (0, sin x, 0) 
V-A=0 + A=VXxB ave B=2sinxrez; +Vo 


VXA=cosxe, 


it At TTL TT, 
RoHS A LR TES 
NON onts 7 7 atttlttrs 
NON 1 7 A Re A 
NC st Thu 
Fe pue % 77 NET TTT Tes 
(c) ei DH (d) * RP 
Le ER x À Eu. CA 
e PRE =" x, À À LE 
PE. eg v* ÈT nt tTTtuts, 
LU t À Anti TTtru, 

A À A A 
VU NY att Ta, 
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Champs transverses et longitudinaux 


Champs centraux 


Le gradient du champ scalaire central V(r) est le champ vectoriel central 
nr is 
 Odrr dr 


et le laplacien de V(r) est le champ scalaire 


VV(r) 


dV  2dV 1 d { 24V 
AV = ET 
() dr? Li r dr 72 dr (r 7) 


Le champ vectoriel central E(r) = E(r)- = E(r)e. est irrotationnel et dérive 


du potentiel scalaire 
Vo Î Efr)dr + Efr)=-VV(r) 


Sa divergence vaut 
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Mécanique du point 


Rappels de mécanique 


Équation du mouvement 


d 
FF avec p=mv-="0 7 


Conservation de l'énergie (où T' = énergie cinétique) 


ar 
mn E=mc =T+moc = 1/mèct + c2p? 


Lorsqu'une particule, soumise à une force F, se déplace le long d'une trajectoire 
C, le travail fourni par cette force est donné par 


(rs.te) 


w= [de T(t»)-T(t4) U(ra) + T(t4) 


Si la force est conservative, c'est-à-dire U(r8) + T(ts) 
dérive d'une énergie potentielle, 
F=-VU(r), on a également 


W =U(r4) — U(rz) (ra,ta) 
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Électrostatique 


Les forces qui s'exercent entre deux particules ponctuelles chargées au repos sont 
données par la loi de Coulomb (action à disance) 


F !  J 
qq Er—r/ qq Tr / 
F, = ———@_——> = ——— — = —F,,,, Coul b 

aa(r) Axeo [r —r’|2  Areo fr — r/[3 aa (x) (FOR) 


La mesure des forces coulombiennes entre deux particules identiques permet d'en 
déterminer les charges, au signe près. 


Principe de superposition 


La force totale F(r) qu'exerce un en- 
semble de particules ponctuelles de 
charge qi sur une charge ponctuelle q 
située au point r est donnée par 


F(r) = >, Fai/a(r) 


Fig. Forces coulombiennes dans le cas 


ù , x ; (additivité des effets de la charge 
où q et q' sont de même signe. 


électrique) 
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Électrostatique 


Densité volumique de charge 


Considérons un système possédant un nombre très élevé de charges. Chaque 
élément de volume dV; centré en r; contient lui-même un très grand nombre de 
charges donnant lieu à une charge totale dqi. La densité volumique de charge 


p(r) (en C.m_*) est définie au travers de la relation | dqi = p(r:) dV | 


y La force totale qui s'exerce sur une 
charge ponctuelle q est alors donnée, en 


vertu du principe de superposition, par 


dgi r—-r; 
F(r) = 5) 1% 


TE le on ri|° 


! 
q Arr / 
— —— dV 
AT eo re —1/f$ 


Remarque : Le concept de densité volumique de charge à un sens même dans le 
cas d'une charge ponctuelle (un électron par exemple) puisque d'après 
la mécanique quantique, on peut y associer une densité (de probabilité) de 


charge p(r) = qlp(r)|. 
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Électrostatique 


Champ électrostatique 


Considérons un ensemble de particules fixes de charges q; situées aux points r; 


(i = 1,...,N). Si une particule « test > de charge q est placée au point r, le 
système de charges exerce sur celle-ci une force F(r) qui peut s'écrire sous la 
forme 
Fr) = qE(r = El = champ électrique 
(x) = qE(r) ()= Dre (champ que) 


— ne dépend que du système de charges qi 


Pour une distribution volumique de charge 


La connaissance du champ électrique en un point de l'espace suffit à déterminer 
la force qui agira sur une particule chargée placée en ce point. 


[E] = N.C7! (force par unité de charge) ou V.m_! 
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je Électrostatique 


Pour tout volume Y délimité par une surface S, on a 


où la somme court sur toutes les charges contenues 
à l'intérieur du volume Y. 


K. F. Gauss 


Expression locale/différentielle : (1777-1855) 


La loi de Gauss découle 


e de la nature centrale de la force de Coulomb 
e de la loi en inverse du carré de la distance pour la force entre charges 


e du principe de superposition linéaire 


Remarque : Cette loi reste valable pour des sources et des champs non stationnaires. 
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Électrostatique 


Potentiel électrique 


Le champ électrostatique est © de nature centrale 


o une quantité vectorielle additive 


Il en résulte que Er) est irrotationnel, V x E(r) = O, et dérive par conséquent 
d'un potentiel scalaire 


N 
1 û 
V(r) = a. > | 1 ex (charges ponctuelles) 


(distribution de charges) 


Le potentiel électrique V(r) pour une distribution volumique de charges 


o est défini à une constante additive près, choisie telle que V(oo) = 0 


e est fini, continu et continûment dérivable partout pourvu que p(r) soit fini 
en tout point (et que la charge totale soit finie) 


e représente l'énergie potentielle accumulée par unité de charge électrique 


o s'exprime en J.C_! (énergie par unité de charge) ou Volt 
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Électrostatique 


Énergie potentielle électrique 


La force de Coulomb F(r) = qE(r) qui s'exerce sur une particule de charge q 
plongée dans un champ électrostatique Er) est conservative. Elle dérive d’une 
énergie potentielle U(r) = qV(r). 


Ft)=-VUG) © VxFh)=0 f Fr): de 0 
Stokes € 
Il s'ensuit que le travail fourni par la force de 
Coulomb qui s'exerce sur une particule de charge 


unitaire (q = 1 C) se déplaçant le long d’une e rB 
trajectoire C ne dépend que des positions initiale L 
et finale : 


rB 
Wcoulomb = Î E-d£ = V(rA) — V(rs) 
rA 


TA 


Wii =W =W3 
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= Électrostatique 


L'équation de Poisson 


permet de calculer le potentiel électrique généré par une distribution de charge 
connue. C'est une équation aux dérivées partielles qui en général possède de mul- 
tiples solutions. Cependant, si on impose des conditions aux limites d'un des deux 
types suivants 


e Conditions aux limites de Dirichlet : on impose la valeur du potentiel sur la 
frontière (surface) du domaine considéré (par exemple un ensemble de conduc- 
teurs portés à différents potentiels). 


@e Conditions aux limites de Neumann : on impose la valeur du champ électrique 
normal (dérivée normale du potentiel) sur la frontière du domaine considéré 
(par exemple un ensemble de conducteurs possédants des densités surfaciques 
de charge connues). 


et qu'il existe une solution de l'équation de Poisson, alors celle-ci est unique (à une 


constante additive près pour des conditions aux limites de Neumann). 
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Électrostatique 


Application à la sphère chargée uniformément en volume 


Le potentiel et le champ électrique créé par une sphère de rayon À chargée 
uniformément en volume avec une densité de charge po vaut 


12 Potentiel électrique : 
& 2 
& 04 1 Q 3 _ TT T < R 
Areo R \2  2R? 
0 V(r) — 
1 Q R 
Fa L Are Tr a 
&) 
EP 05 
Champ électrique : E — E;(r)r/r avec 
a 0.8 
1 
. er r<R 
Eo 04 Areo R? 
E E;(r) —= 
: 0 r>R 
: 0 1 2 3 4 ATEo r? 


r/R 
Figure. Densité de charge, potentiel 
et champ électrique. 


où Q = (4r/3)R*po est la charge 
totale. 
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= Électrostatique 


Dans une région vide de charges, le potentiel électrique satisfait à l'équation de 
Laplace 


AV(r 


L'ensemble des fonctions qui satisfont à cette équation sont appelées fonctions 
harmoniques. Elles ont quelques propriétés remarquables dont celle-ci : 


Si V(r) satisfait à l'équation de Laplace, alors la valeur moyenne de V à la 
surface d'une sphère de rayon arbitraire R est égale à la valeur de V au centre 
de la sphère, soit 


1 


Le 47 R2 


V(r') ds" 


surface de 
la sphère 
de rayon R 
centrée en r 


L'équation de Laplace, qui est une équation aux dérivées partielles, se retrouve 
dans beaucoup de branches de la physique, comme l'électromagnetisme, l'astro- 
nomie, la dynamique des fluides, là mécanique quantique, 
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je Électrostatique 


Le théorème qui suit est une conséquence directe de l'équation de Laplace 


Il est impossible de maintenir une particule chargée en équilibre stable 


uniquement à l'aide d'un champ électrostatique 


Démonstration : 


En effet, si une particule chargée positivement était confinée dans une région de 
l'espace vide de charges, le potentiel électrique posséderait un minimum strict 
local, tel que V(r) > V(ro) au voisinage du minimum r = ro. Or ceci est 
impossible vu que la valeur moyenne du potentiel sur une petite sphère centrée en 
ro doit être égale à la valeur du potentiel au centre de la sphère. Le raisonnement 
est similaire dans le cas d'une charge négative. Par conséquent, un minimum ou 
maximum local du potentiel ne peut apparaître qu'aux bords du domaine vide 
de charges. 


Remarque : Le piégeage de particules chargées peut toutefois s'effectuer à l'aide d'un 
champ électrique variable dans le temps (piège de Paul), ou encore à l'aide 
de la superposition d'un champ électrostatique et d'un champ magnétique 
constant (piège de Penning). 
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Électrostatique 


Le potentiel électrique au point r créé par différents types de sources s'écrit 


V) = —— D A + Î TE Das + [ LE 
Be LE * Lee LR Lu LL 
i=1 c 


charges ponctuelles charges linéiques charges superficielles a volumiques 


Est-il possible d'associer une (fonction) densité de charge à une charge ponc- 
tuelle ? Oui, en faisant appel à la < fonction > delta de Dirac qui est nulle partout 
sauf à l'endroit où se trouve la charge. Ainsi, à une particule ponctuelle de charge 
qi située au point r;, on fera correspondre une densité de charge (en C.m”*) 


p(r) = qi ô(r— ri) 


La densité de charge d'une sphère de rayon R chargée uniformément en surface 
(charge totale q, densité surfacique o) sera quant à elle donnée par 
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Électrostatique 


<« Fonction > delta de Dirac 


La < fonction > ô(x) de Dirac est définie par les conditions suivantes : 
+oo 
Sa) =0 Ve#0, | Hood = F0) 


— CO 


pour toute fonction f(x) continue en x = 0. 
Propriétés : 


é [ sterar = "Hit GS 
+oo 

o ‘à f(x)ô(x — a) dx = f(a), f(x)ô(x— a) = f(a)ô(x-a), (aER) 

n js = es = 


e (f(x)) = > 6 (x — x;) où f'(x) est la dérivée de f(x) et les x; sont 
 lP:)| les zéros simples de la fonction f(x). 


e ô(ax) 


+ 
e j € dk = 2r0(x) 


co 
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Électrostatique 


<« Fonction > delta de Dirac 


La < fonction > delta peut être 
vue comme une limite de fonctions 
(valable uniquement sous le signe 
intégrale) Oa(x) 


ô(x) = AUS 6a(x) 


avec 
E. À à 
(1) sue) = (3 Lo 
0, sinon 
(2) &a(x) = "RS . 
. 1, z > 0 
(a) = f 6a(x’) dx’ rep O(x)— 41/2, æ—0 (fonction d'Heaviside) 
a—++00 
me 0, æx<0 
. 67 
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Électrostatique 


« Fonction > delta de Dirac 


À trois dimensions 


ND =0 Ve2v: JE. f(x)ô(x) dV = f(0) 


Coordonnées 


ô(r—r’) 
cylindriques 8(p — p')ô( — w')6(z 


sphériques 


Deux relations utiles en électromagnétisme 


r—r | 1 , 
Ve (TE) = ar6t x) Ar =) = rie 1 
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Électrostatique 


Électrostatique [p(r,t) = p(r), B(r,t) 0, F(r) =qE(r)] 
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Développement multipolaire 


Développement multipolaire 


Le potentiel électrique à l'extérieur (r > rx) d'une distribution volumique de 
charge peut s'écrire sous la forme d'un développement en série en 1/r 


> 4 pr) / 
Vo = La 


ATEo 
…. 1 ga, p'r 1 , TiTj di 1 
= [t r3 +520 (8 r5 r3 +0 F4 
avec 
a= f p(r) dV (scalaire) 
v 
p-/ p(r)r dV (vecteur) 
v 
Qij = pr) rir; dV (tenseur d'ordre 2) 
v 


où q est la charge totale (moment monopolaire), p est appelé moment dipolaire 
électrique et Q tenseur quadrupolaire électrique de la distribution de charge. Le 
tenseur © est symétrique (Q:;; = Q;). 
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Développement multipolaire 


Dipôle électrique 


Que vaut le potentiel électrique loin du dipôle (r > d)? 


1 
VE) = — | ——————_————_—_—_— + —————_—__————— 
Axeo x? + y? + (z — d/2)? x? + y? + (z + d/2)2 
1 gdcosô 
= — 1 
RH +o(a/r)] 
hp = 
. [1+O(d/r)] avec p=qde, 
— moment dipolaire électrique 
m4 de la paire de charges +q 
7 Er) = -VV(r) 
+4@ 1 f p ,,p:r 
il ” Ateo ( PE T5 r) Or] 
—q4® ù ; 
Dipôle ponctuel : d — 0, q — +oo 
gd=p 
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Développement multipolaire 


Équipotentielles et lignes de champ d'un dipôle ponctuel 


Équipotentielles :r = av cos Ü Lignes de champ : r = bsin? 0 


Fig. Représentation des lignes de champ et des équipotentielles du dipôle ponctuel. 


1 pr 1 jo) pr 
= Er) = [-E 3 | 
Fo ATEo Tr? () 4reo L rè u rÿ : 
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Développement multipolaire 


Moment dipolaire des molécules 


Atomes : ne possèdent pas de moment dipolaire électrique permanent. 


Molécules : peuvent posséder un moment dipolaire électrique permanent. 


Exemple : les molécules diatomiques du même élément (O2, H2, ….) sont non- 
polaires. Par contre, les molécules diatomiques formées de deux espèces ato- 
miques différentes (HCI, CO, ..) sont polaires. 


CO2 


p = 6.2 10-40 Cm 


HCCI: 
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Énergie potentielle d’un dipôle électrique 


Énergie potentielle d'un dipôle électrique 


L'énergie potentielle de rotation d’un dipôle électrique (ponctuel) dans un champ 
électrique extérieur E(r) est donnée par 


U() =-p:E(r) 


Le dipôle est soumis à un moment (couple) de force 
T(r) = pxE(r) 


qui tend à l'orienter parallèlement au champ électrique extérieur Er). 


Dans un champ électrique non-uniforme, le dipôle est soumis à une force 


qui le pousse dans les régions de forte intensité du champ. 


Remarque : L'expression obtenue pour l'énergie potentielle de rotation du dipôle peut 
également se dériver à partir du moment de force 7 = |r| en utilisant la 
relation dU = —dW = Tr dô. 
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Lei potentielle d’un dipôle électrique 


Si l'on met deux dipôles en interaction, chaque dipôle va ressentir le champ créé 
par l'autre. L'énergie potentielle du premier dipôle dans le champ créé par le 
second est (on pose r12 = ri — r2) 


L P1:r12)(p2:r12 P1 * P2 
Die = pa: Ea(r) = 7 s(pi'r2)(pe ru) _ pipe 
12 12 


On note que Ui2 = Ua1(= U). Cette énergie d'interaction U est à l'origine des 
interactions intermoléculaires. Elle conduit à de nombreuses forces attractives : 
tension de surface, forces visqueuses, force de cohésion, force d'adhésion, … 


On peut encore l'écrire sous la forme 


À 
Ü=— 7e 
ATEo T2 


où À ne dépend que de l'orientation des dipôles par rapport à la ligne qui les joint 
(À = 2 si les dipôles sont alignés sur la ligne, auquel cas l'énergie est minimum). 


Électromagnétisme 
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Énergie électrostatique 


Énergie d'un système de charges ponctuelles 


Le travail que nous devons fournir pour assembler une certaine configuration de 
charges qi, g2, q3, … vaut (par étapes) 


Wa = 0 
/ qi 
1e. 1 dgq2 
J 1 
Wan +ao = Fau/a( ) de — Areo [ri — r2] ri 
q 
Woitartas = Woitao + Waitas + War+as 12 - q3 
T 
= 4 dig2 dg3 q2q3 d 
_ Ie 7, 
Améo \lri—r2l fri—rsl [r2—r3l 


L'énergie emmagasinée dans un système de N charges ponctuelles q1, 


-,4N 
situées aux points r1,...,rn Vaut par conséquent 


Er 1 1 iQj 1 
= es _igi_ 1 Gt 
paires 4 i j 22 s AT€0 [ri —T; 2 > q œ ) 


où V(r:i) est le potentiel créé en r; par toutes les charges sauf qi. 
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Énergie électrostatique 


Énergie d’une distribution de charges 


L'expression pour une distribution volumique de charges s'écrit 


ou encore 


Interprétation 


L'énergie potentielle U d'un système de charges, qui est égale au travail total 
nécessaire pour amener le système à sa configuration, est disséminée dans tout 
l'espace ou règne un champ électrique avec une densité (énergie par unité de 
volume) 
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Discontinuités possibles du champ électrique 


La composante du champ électrique normale à 
une surface chargée subit une discontinuité au 
travers de cette surface. Les composantes tan- 
gentielles du champ électrique sont par contre 
toujours continues. 


En tout point de la surface, nous avons les rela- 
tions 


Remarque : En réalité, les charges à la surface d'un conducteur sont distribuées sur une 
épaisseur de l'ordre de 10 °m. À cette échelle, le champ électrique varie 
continüment de la valeur intérieure à la valeur extérieure à la surface. 
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L_ conducteurs 


Isolant : les charges sont fixes (plastique, verre, ..) 
Conducteur : les charges sont libres de se déplacer (Au, Ag, Cu, AI, ...) 
À l'équilibre, 
eo Le champ électrique E à l'intérieur d'un conducteur est nul et le potentiel y est 
constant ainsi qu'en tout point de la surface. En effet, si E Z O, les charges migrent en 


direction du minimum de potentiel, jusqu'à ce que E = 0. Pour des métaux typiques, cette migration 
est très rapide (de l'ordre de 10715 — 10717 &). 


e En tout point situé juste à l'extérieur d'un conducteur, E(r) est normal à sa surface, 
et E(r) = o(r)/6o où o(r) est la densité locale de charge de surface. 


nr ' 


Isolant 


[ 


Conducteur 
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L_ Conducteurs 


Champ électrique autour des con 


e Dans une région creuse à l’intérieur d'un conducteur, V(r) est constant et 
Elr) = 0 si il n'y a pas de charges à l'intérieur de celle-ci. Ceci reste vrai 
pour des conducteurs chargés. Les milieux conducteurs permettent donc d'écranter le 
champ électrique. C'est le principe de la cage de Faraday. 

eo Une charge + à l'intérieur de la cavité induit une charge +q sur la surface 
extérieure du conducteur. 

oe Le champ électrique est plus intense dans les régions à faible rayon de 
courbure. 
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L_ Conducteurs 


Effet de pointe 


Les charges qui se distribuent à la surface d'un conducteur ont tendance à s'accumuler 
dans les régions à faible rayon de courbure. C'est l'effet de pointe sur lequel est basé le 
principe du paratonnerre. Considérons à titre d'exemple 2 sphères conductrices chargées, 
reliées entre elles par un fil conducteur (V1 — V2). Lorsque ces deux sphères sont 
fortement éloignées l'une de l'autre, nous avons en excellente approximation 


1 QU 1 Q 


ze cé SV 
: Areo R1 Ameo R2 - 
1 Qi 14 FE R2 1 R2 
ES — Se — — © — — > — 
- ATeo R? Ri né E> R: ; o2 R 
 1@LV 
? 4meo R3 BR 
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L Mitieux iélectriques 


Lorsque la matière composée d'atomes/molécules est plongée dans un champ 
électrique E, elle se polarise. Les molécules vont s’étirer (moments dipolaires in- 
duits) et, dans le cas ou elles possèdent un moment dipolaire permanent, s'orien- 
ter dans le champ électrique. 


P=0 PZ0 
Pie Pie 
SAT A es AT ee, 27 
A # pe The ss 
p=0 E X LS 
E 


Considérons un petit élément de volume AV, centré en r, grand vis-à-vis des 
dimensions moléculaires, mais petits vis-à-vis des dimensions macroscopiques. 
Cet élément contient un moment dipolaire p, qui est la somme des dipôles 
associés aux atomes ou aux molécules. On définit le vecteur polarisation P par 


P — pi = P(r)AV Pr) = densité de moment dipolaire (en Cm ?) 
iEAV 
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Milieux diélectriques 


Le potentiel à l'extérieur du matériau peut s'écrire sous la forme 


vi = Î ET av'a [ PE) Gr) y 


r—r| Vy le — r/[3 


! 
= [ Lav'+ | prE ay +] rt) gs 
AT eo er] v, mr s mr 


avec les densités de charges induites par polarisation 


n = normale extérieure au volume 


Du point de vue du potentiel généré, le matériau est équivalent à une distribution 
volumique de charges (induites) pP(r) et à une distribution surfacique de charges 
(induites) op(r). 


On peut montrer que le potentiel à l'intérieur du matériau prend la même 
forme pourvu que l’on moyenne les variations rapides qui apparaissent à l'échelle 
moléculaire. 
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Milieux diélectriques 


Charges de polarisation 


Un matériau isolant est constitué de dipôles mis bout à bout. Lorsque la polarisation est 
uniforme dans le matériau, le pôle négatif d'un dipôle étant très proche du pôle positif 
du dipôle suivant, et les charges étant égales en valeur absolue, il y a annulation de leurs 
effets à grande distance. Seuls, alors, les pôles positifs/négatifs sur les faces avant/arrière 
seront importants. Ce n'est rien d'autre que les charges induites à la surface du matériau. 
De plus, si la divergence du vecteur polarisation est différente de zéro en un endroit du 
matériau, il existe nécessairement une charge induite en volume à cet endroit. 


E 


Esépotarisation 
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Milieux diélectriques 


Déplacement électrique D 


Dans un matériau, la loi de Gauss doit être modifiée pour tenir compte des 
charges induites. La distribution totale de charges est la superposition des charges 
libres (f) et des charges induites par polarisation (P) 


px) = p5(x) + pp(r) 
En définissant le vecteur déplacement électrique par 


D(r) = &©E(r) + P(r) 


on obtient un nouveau champ qui permet de réécrire la loi de Gauss pour ne 
faire intervenir que les charges libres. En effet, on a 


V-D(r)=pf(r)| & JD-nas -0; 


En tout point de la surface du matériau (sans charges libres de surface), la 
composante normale de D est continue, ainsi que les composantes tangentielles 
de E. 
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Milieux diélectriques 


Diélectrique — Susceptibilité électrique 


En général, la polarisation P(r) qui apparaît dans un matériau est en tout point 
proportionnelle au champ électrique (total) E(r) en ce point, 


P(r) = éx-El(r) 


Un tel matériau est appelé diélectrique. Le coefficient sans dimension x< est 
la susceptibilité (di)électrique. Quelques valeurs usuelles sont données dans le 
tableau ci-dessous. 


État matière 
vide 
air 
eau 
liquide eau 


liquide glycérine 
solide verre 
solide | germanium 
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Milieux diélectriques 


Pour un matériau diélectrique, on a 


Il 


D(r) = &©E(r) +P(r) 


lè 


co(1 + Xe) E(r) 
ge 


où € est la permittivité du diélectrique. Il s'ensuit que l'intensité du champ 
électrique régnant dans une région de l'espace remplie d'un matériau diélectrique 
est réduite d’un facteur (1 + X<) par rapport à l'intensité du champ électrique 
appliqué (dans le vide). On dit que la polarisation du matériau donne lieu à un 
champ de dépolarisation qui s'oppose au champ appliqué. Le vecteur polarisation 
s'exprime en fonction du déplacement électrique par 


P(r) = RE R D(r) 


L'équation de Poisson pour un matériau diélectrique devient 


AV (r) = ni) 


€ 
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Milieux diélectriques 


Considérons une charge q au centre d'une sphère diélectrique de permittivité € 
et de rayon À. La loi de Gauss généralisée donne 


1 q 

ment DA 
E(r) = 1 

dnere r>R 


À l'intérieur de la sphère diélectrique, le champ électrique est inférieur au champ 
électrique qu'aurait généré la même charge dans le vide. Le champ électrique est 
discontinu au travers de la surface de la sphère, à l'inverse du vecteur déplacement 
Dr) = eE(r). La polarisation P(r) = eox-E(r) donne lieu à une densité 
volumique de charges nulle en tout point sauf à l'origine et une densité surfacique 
de charges constante et positive 


Xe 
1+%Xe 


prp(r)=-V:P=- Xe qô(r) op=n.P- 


(ox 
1+%Xe " 


où or = q/(4mR?) est la charge superficielle que l'on obtiendrait si la charge q 
était dispersée sur la surface de la sphère. 
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Milieux diélectriques 


Énergie dans un diélectrique 


En présence de diélectriques, on peut montrer que 


1 
U = :/ D(r) - Er) dV 
2 Jia 
ce qui permet de définir une densité d'énergie électrostatique 
1 
u(r) = 5 D(r) -E(r) = SE°() 


En la comparant à la densité d'énergie électrostatique uo dans le vide où règne 
un champ Eo, on remarque que la densité d'énergie électrostatique se trouve 
alors réduite d'un facteur (1 + x<) dans un diélectrique. En effet, 
eo(1 eo Eg(r uo(r 
u(r) = o( +Xe) p2() = © o(r) _ o(r) 
2 2(1+%Xe) (1+%Xe) 
Cette réduction de l'énergie électrostatique dans un diélectrique permet de définir 
une force par unité de volume qui agit sur ceux-ci 


f(r) = -V 0) > F= f eœav 
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= Magnétostatique 


La force électromagnétique qui agit sur une particule chargée ne dépend pas uni- 
quement de sa position mais également de sa vitesse. Elle peut être décomposée 
en deux forces : 


o une force électrique qui ne dépend pas du mouvement de la charge mais 
uniquement de sa position — décrite par le champ électrique Efr, t) 


o une force, dite magnétique, qui dépend du mouvement de la charge 


Cette force magnétique possède, à tout instant, 


e une direction orthogonale au vecteur vitesse de la particule chargée et 
orthogonale à une direction fixe dans l'espace 


e un module proportionnel à la charge électrique q et à la composante de la 
vitesse orthogonale à cette direction fixe 


Le champ magnétique B (en kg.s”?.A ?) est défini, en tout point de l'espace et 
à tout instant, au travers de la force électromagnétique totale qui agit sur une 
charge en mouvement, que l'on écrit sous la forme 


F(r,t) = q(E(r,t) + v x B(r,t)) (force de Lorentz) 
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Magnétostatique 


Densité de courant (électrique) j 


Un écoulement de charges peut être décrit par un champ vectoriel j(r,t), appelé 
densité de courant (en C.m”_?.s"!), dont la direction est, en tout point, celle de 
l'écoulement des charges et dont l'amplitude correspond à la quantité de charges 
passant, par unité de surface et par unité de temps, au travers d'un élément 
de surface AS perpendiculaire à l'écoulement. Considérons, à un instant t, un 
élément de surface AS centré en r. La quantité de charges Ag qui s'écoule en 
un temps At au travers de cet élément de surface vaut 


Ag=j(r,t)-nAS At (par définition) 
= p(r,t)v(r,t)-nAS At 
d'où on tire 
50 = prb vlr,t) 
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= Magnétostatique 


Lorsqu'il y a plusieurs types de porteurs de charges (électrons, protons, ….), 
j(r, d) —= dE, t) — ÿ pi(r, t) vi(r, t) 


Il est intéressant de noter que l’on peut avoir j = ÿj,j; # 0 avec p = Ÿj,p; = 0. 
C'est d’ailleurs le cas pour un courant qui parcourt un fil conducteur. Ceci explique 
que bien que la force magnétique soit beaucoup plus faible que la force électrique si 
on considère seulement deux charges électriques en interaction mutuelle, comme il est 
possible de mettre un très grand nombre de charges électriques en mouvement sans 
nécessairement dégager une charge électrique nette, la force magnétique exercée par un 
courant macroscopique peut tout à fait être non négligeable. 


Le courant électrique au travers d'une surface S (en C.s”!), qui est la charge 
traversant S par unité de temps, est le flux de la densité de courant j au travers 
de cette surface (orientée) 


Électromagnétisme John MARTIN | 2012-2013 75 /138 


Magnétostatique 


Expérimentalement, on observe que la charge électrique totale d'un système isolé 
est constante au cours du temps, ou encore que la charge électrique (nette) n'est 
jamais ni créée ni détruite. 


Si on considère une surface fermée S, 
la diminution (ou augmentation) de la 
charge électrique contenue à l'intérieur 
de cette surface doit résulter du passage 
des charges au travers de la surface. On 
en déduit l'équation de continuité 


valable à tout instant et en tout point 
de l'espace. 


Pour des courants constants: p(r,t) = p(r) 


(magnétostatique) j(r,t) = j(r) S 
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Électromagnétisme 


Magnétostatique 


Loi de Biot et Savart (1820) 


Suite à l'observation des influences mutuelles entre des fils parcourus par des 
courants constants, Biot et Savart postulent qu'un élément de courant Jd£ situé 
en r” produit, en tout point de l'espace, un champ magnétique 

r—r 
ir —r/|5 


Principe de superposition 


Le champ magnétique créé par une 
boucle (fermée) C parcourue par un cou- 
rant constant d'intensité J est donné, en 
tout point de l'espace, par 


76 /138 
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Magnétostatique 


Loi de Biot et Savart (Il) 


Le champ magnétique créé par un élément de courant Zd£ peut encore s'écrire 


! 


nl r—r 
dB(r) — aider") X r=rp 
= poco V(r’)xdE(r) 


où v(r’) serait la vitesse de l'élément de charge da situé en r” à l'origine du 
courant et dE(r) serait le champ électrique au point r créé par cet élément de 
charge. L'expérience et la théorie nous enseignent que uoco — 1/c?, donc 


Rapport des forces électrique et magnétique (qui s'exercent sur une particule test 
de charge g+ et de vitesse vi) : 


dFe — Qt dE 


in Ut 


> < 1 
dE = qiVixX (3 v(r')x a) dFe c2 
c 


77 /138 
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Magnétostatique 


Champ magnétique créé par une distribution de courants constants 


où V est la portion de l'espace contenant les charges en mouvement à l'origine 
des courants électriques. 


Remarque : Cette formule ne s'applique qu'à des courants constants et donne une 


expression approchée (valable dans le régime non-relativiste) du champ 
magnétique créé par une particule chargée en mouvement, pour laquelle 


on a j(r,t) = qv(r(t))6(r — r(t)) À (r). 


Il s'ensuit que le champ magnétique est indivergentiel (ceci reste vrai pour des 
champs magnétiques variables dans le temps), soit 


V-B(r) =0 & J8-nus-0 
s 


Vr Y surface fermée S 
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Magnétostatique 


Potentiel vecteur Ar) 


En tout point de l'espace, 


Conséquences : 


e La densité de charges magnétiques est nulle (jusqu'à présent, on n'a jamais 
observé de charges magnétiques, uniquement des charges électriques) 


e Le flux de champ magnétique au travers d'une surface fermée est nul 
— conservation du flux magnétique le long des lignes de champ 


oe Le champ magnétique dérive d’un potentiel vecteur 


B(r)=V XAl(r) avec Ar) = mp — dV' + Vx(r) 


V-A(r)=0 


Jauge de Coulomb : Vchi(r) =0 & 
A(r) — 0 pour r —+ +0 
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Magnétostatique 


Loi d'Ampère 


Le rotationnel du champ magnétique est en tout point de l'espace proportionnel 
à la densité de courant électrique 


V x B(r) = po j(r) 


L'équation correspondante pour le potentiel vecteur A(r) (dont dérive le champ 
magnétique) s'écrit, en jauge de Coulomb, 


AA(r) = —Hoj(r) 
Loi d'Ampère 
Considérons une surface S, limitée par un contour C, et traversée par un courant 


T (ce qui nécessite de choisir arbitrairement un sens à la normale n à la surface). On 
a (en respectant la règle de la main droite pour le sens de parcours de C) 


(Ampère) 
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Magnétostatique 


Magnétostatique dE = 0] 
en jauge de Coulomb 
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Électrostatique — magnétostatique 


Électrostatique Magnétostatique 
[o(r,t) + p(r), &B(r,t) = 0] [Gt &j(r), @E(r,t) = 0] 


V x B(r) = oj(r) 


B(r) = V x Ar) 


AA(r) = —yioj(x) 


| Ernds= © | B:ndS =0 
S fermée €o S fermée 


Ÿ E:d£=0 Ÿ B : d£ = ol 
C fermée C fermée 
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Dipôle magnétique 


Force magnétique sur une distribution de courants 


La force magnétique qui s'exerce sur une particule ponctuelle de charge q et de 
vitesse v plongée dans un champ magnétique B est donnée par 


Fn(r,t)=qgv(t)xB(r(t),t) (Lorentz avec E = 0) 
où r(t) est la position de la particule à l'instant £. 


Le long d'une boucle de courant, chaque élément de courant /d£ ressent une 
force dF = djvxB = Id£xB, résultant en une force totale 


F(t) = frexs(n 


Au sein d'une distribution volumique de courants, chaque élément de courant 
jdV ressent une force dF = dqvxB = pdV vxB = jxB dV, résultant en une 
force totale 


F(t) = lie. )xB(r,t)dV 
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= Dipôle magnétique 


Le potentiel vecteur à l'extérieur (r > rl.) d'une distribution volumique de 
courants constants peut s’écrire sous la forme d'un développement en série 


ac 2 f dE av = ie lo es o(i)lxz 


Ar Jr —7r| AT 


avec 


où le terme monopolaire est nul pour cause d'absence de charges magnétiques 
et où m est appelé moment dipolaire magnétique de la distribution de courants. 


Dans le cas d'une boucle fermée C confinée dans un plan et parcourue par un courant 
constant d'intensité 1, m prend la forme 


où S est la surface délimitée par la boucle C et n est la normale au plan contenant la 
boucle (orientée d'après le sens du courant). 
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Dipôle magnétique 


Dipôle magnétique 


Considérons une boucle circulaire de rayon R parcourue par un courant constant 
d'intensité Z. Que vaut le potentiel vecteur loin de la boucle (r > R)? 


Lo Id£' 
Ar Je lr —r| 


nm R?1I 
= (4, 8,0) [1 + O(R/r)] 
_ e —— 1+O(R/r)]] ave m=rRle, 


— moment dipolaire magnétique 
de la boucle circulaire 


= (5 +37) 1 +0(R/n)] 


Dipôle ponctuel : R — 0, I — +oco 
rRI=m 
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Dipôle magnétique 


Comparaison dipôles électrique-magnétique non ponctuels 


Fig. Lignes de champ électrique d’un dipôle électrique non ponctuel (à gauche) 
Lignes de champ magnétique d'un dipôle magnétique non ponctuel (à droite). 
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Discontinuités du champ magnétique 


Une distribution volumique de courants avec une densité de courant j(r) finie en 
tout point de l'espace crée un potentiel vecteur et un champ magnétique 


. Î ! 
Ho j() ' po farn,, TE | 
Afr)=—/ = dVv  Bfr)=— D)X ——— dV 
@) () AT ul ) r —r/f5 
qui sont finis et continus en tout point de l'espace. Toutefois, en présence de 
courants de surface (comme sur des conducteurs superficiels), B peut présenter 
des discontinuités. 


La composante du champ magnétique tangente à une surface parcourue par un 
courant (densité superficielle de courant K(r) en C.s7!.m°!) subit une disconti- 
nuité au travers de cette surface. La composante normale du champ magnétique 
est par contre toujours continue. 


En tout point de la surface, nous avons les relations 
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Énergie potentielle d’un dipôle magnétique 


Énergie potentielle d'un dipôle magnétique 


Un dipôle magnétique (ponctuel) plongé dans un champ magnétique extérieur 
Br) est soumis à un couple de force 


T(r)=mxB(r) 


L'énergie potentielle de rotation du dipôle magnétique est donnée par 


U(r) =-m-B(r) 


Dans un champ magnétique non-uniforme, le dipôle magnétique est soumis à 
une force 


F(r) =-VU(r) = V(m-B(r)) 


e Moment dipolaire parallèle au champ extérieur : la force agit dans la direction où 
l'intensité du champ augmente 


e Moment dipolaire antiparallèle au champ extérieur : la force agit dans la direction 
où l'intensité du champ décroît 


e Champ extérieur uniforme : force nulle 


Électromagnétisme 


Milieux magnétiques 
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Lorsqu'un matériau est plongé dans un champ magnétique B, il y a appari- 
tion d'un moment magnétique macroscopique induit. Si les atomes/molécules 
possèdent un moment magnétique permanent, ils vont s'orienter de manière 
préférentielle parallèlement au champ magnétique appliqué (paramagnétisme). 
Dans tous les cas (moment magnétique permanent ou pas), l'application d'un 
champ magnétique a pour effet de conférer au nuage électronique de chaque 
atome un mouvement de rotation supplémentaire qui va induire un moment 
magnétique (diamagnétisme). D'après la loi de Lenz, ce moment magnétique 
induit s'oppose au champ B qui lui a donné naissance. 


B 


DIAMAGNÉTISME 


M=0 M0 

mi M; 

FSC oo d 
AT A A7 7 es 27 
VA ve Ne dj 

x ÈS 

B 
PARAMAGNÉTISME 
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L Mitieux magnétiques 


Considérons un petit élément de volume AV, centré en r, grand vis-à-vis des 
dimensions atomiques, mais petits vis-à-vis des dimensions macroscopiques. Cet 
élément contient un moment dipolaire magnétique m, qui est la somme des 
dipôles m; associés aux atomes ou aux molécules. On définit la magnétisation 
(ou encore aimantation) Mr) en tout point du matériau par 


Mr) = densité de moment dipolaire magnétique (A.m”") 


Remarque 


Les particules qui constituent la matière qui nous entoure (électrons, protons et neu- 
trons) possèdent un moment magnétique intrinsèque, appelé moment magnétique de 
spin. L'explication des propriétés magnétiques de la matière ne peut se faire que dans 
le cadre de la mécanique quantique en tenant compte de ces moments magnétiques 
intrinsèques. 
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Milieux magnétiques 


Le potentiel vecteur à l'extérieur du matériau peut s'écrire sous la forme 


Lo FF HO) ns Î MexE-r) 
ae = | f HE av on re 


= Ho | jr(r) dV' + ju(r Ju) y + Ku(r’) ds’ 
4x Jr rl vm M — 1 FO À 


avec les densités de courants induits 


ju(r) = V x Mr) .. 
n = normale extérieure au volume 


Ku(r) =M{r)xn 


On voit donc que le matériau est équivalent (au niveau du potentiel vecteur 
généré) à une distribution volumique de courants (induits) jar(r) et à une dis- 
tribution surfacique de courants (induits) Kar(r). 


On peut montrer que le potentiel vecteur à l'intérieur du matériau prend la même 
forme si on moyenne les variations rapides qui apparaissent à l'échelle atomique. 
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Milieux magnétiques 


Champ magnétique H — Induction magnétique B 


Comme la magnétisation M induit un courant jy, qui s'ajoute au courant des 
charges libres j;, on a 
JG) = j;(r) +ju(r) 


On introduit alors le champ magnétique H(r) par 


B 
H(r) = Bo Mr) 
po 
qui permet de réécrire la loi d'Ampère pour ne faire intervenir que les courants 
libres 


VxHr)=jt) & fat, 


En tout point de la surface du matériau (sans courant libre de surface), les 
composantes tangentielles de H sont continues, ainsi que la composante normale 
de B. 
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Milieux magnétiques 


Susceptibilité magnétique 


En général, l'aimantation Mr) qui apparaît dans un matériau est en tout point 
proportionnelle à l'induction magnétique (totale) B(r). L'usage veut qu'on écrive 
une relation de proportionnalité entre l’aimantation M et le champ magnétique H, 
soit 

Mr) = XmH(r) 


où Xm est appelé la susceptibilité magnétique du matériau (nombre sans dimension). 
Dans ce cas, on a 


Br) = to (H(r) + M(r)) 
© Ho(1 + Xm) H(r) 
mn 


où y est la perméabilité du matériau (40 étant appelé perméabilité du vide). On 
distingue trois comportements selon la valeur de x,» 


® Xm<0 & p<o — |B|< 0|[H| (diamagnétisme) 
9 XYm>0& m>uo — |B|>uo|H| (paramagnétisme) 
® Xm = Xm(|Bl) (ferromagnétisme) 
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Milieux magnétiques 


Susceptibilité magnétique 


matière Xm [20°C] statut 
0 
—0.9 x 10 
—16.6 x 10° 
—2.1 x 10 


0.19 x 10° 
2.1 x 10° 
28 x 10° 


Pour les matériaux paramagnétiques, composés d’atomes (ou molécules) présentant un 
moment magnétique permanent, l'effet diamagnétique est toujours présent mais il est 
masqué par l'effet paramagnétique. 


Les matériaux ferromagnétiques (Fe, Co, Ni, Fe304, ...) présentent une aimantation 
non nulle de manière permanente (en l'absence de champ magnétique appliqué) et des 
susceptibilités magnétiques très élevées (Xm 100). 
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Retour sur la loi de Gauss 


La loi de Gauss pour le champ électrostatique peut s'écrire sous la forme 
int = a | E(r)-ndS 4  eV-Elr)=p(r) 
S 


Elle découle directement de la loi de Coulomb pour la force électrique entre 
deux charges ponctuelles au repos et montre que la mesure (du flux) du champ 
électrique créé par une particule permet d'en déterminer la charge. 

Par extension, la charge électrique d'une particule en mouvement est définie au 
travers de la loi de Gauss dépendante du temps, 


Ch = c E(r,t)-ndS| & |e&V:El(r,t) = p(r,t) 
S 


bien que dans ce cas, le champ électrique possède une forme plus compliquée 
que celui créé par une charge ponctuelle au repos. L'expérience montre que la 
charge électrique définie plus haut est une caractéristique intrinsèque des par- 
ticules fondamentales, quelque soit leur état de mouvement. C'est le principe 
d'invariance de la charge. 
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Retour sur la loi de Gauss 


Charge électrique d’une particule en mouvement 


La charge électrique d'une particule ne dépend pas de son état de mouvement. 
Elle a la même valeur pour tous les observateurs inertiels : c'est un invariant 


(scalaire) de Lorentz. 
NZ NU 


di) 


Fig. Champ électrique (a) d'une particule chargée au repos, (b) d'une 
particule chargée en MRU (v = 0.6c). Dans les deux cas, q = 
eo JS Elr,t)-ndS. 
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Loi d’induction de Faraday 


Faraday a découvert qu'en faisant varier le flux du champ magnétique au travers 
d'une boucle conductrice fermée, cela induit un courant dans la boucle. Il en a 
déduit qu'un champ magnétique variable induit un champ électrique, à l'origine 
du courant. Expérimentalement, on trouve que le courant résulte d'une force 
électromotrice € (scalaire) obéissant à la loi de Faraday 


c dt 
Le signe de £ est donné par la loi de Lenz : la force électromotrice induit un 


courant qui crée un flux magnétique s'opposant à la variation de flux imposée. 


En réalité, l'expérience montre que la loi de Faraday est valable en toute généralité, 
même pour des boucles immatérielles pourvu qu'elles soient stationnaires. La 
forme différentielle de cette loi, 


est valable en tout point de l'espace et à tout instant. 
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Loi d’induction de Faraday 


Analogie Faraday - Ampère 


En l'absence de charges électriques (p(r,t) = 0), nous avons 


V x E(r,t) = —-6,B(r,t) V x B(r) = noj(r) 
<—> 
V: E(r, t) = 0 même forme V: B(r) =0 


Le champ électrique induit possède donc, à chaque instant t, la même forme que 
le champ magnétique qu'aurait généré une distribution de courant de densité 
Jr) = —-@:B(r,t)/h0. 


Contrairement au cas statique, le champ électrique ne dérive plus simplement 
d'un potentiel scalaire. Nous avons à présent 


OA(r,t) 


E(r,t) = -VV{(r,t) — Si 


On remarque que si dans le cas statique les phénomènes électriques et magnétiques 
sont totalement découplés, une dépendance temporelle lie automatiquement et 
intimement ces deux types de phénomènes. 
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Inductance 


Inductance 


Considérons un circuit C1 parcouru par un courant constant d'intensité J1. Le 
champ magnétique généré par ce circuit est proportionnel au courant /: et il en 
va de même du flux magnétique au travers d'un second circuit C2. On a 


< dé: - d£ 
P2 = Mali où Ma = nf Ÿ 2 = Mio 
C1 JC Tri ro r2| 


est appelé coefficient d’induction mutuelle. Ce coefficient, généralement noté M, 
ne dépend que de la forme et de la position des circuits. 


B; 
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Inductance 


Lorsqu'on fait varier l'intensité du courant dans le circuit C1, le flux magnétique 
au travers du circuit C2 varie, donnant naissance à une force électromotrice £2 
dans C2 (d’après la loi de Faraday) 

dp2 dl: 

Ex — _dr __yjdh 

dt dt 
Il est clair que ce changement de courant induit également une force électro- 
motrice dans le circuit C1 lui-même. À nouveau, le champ (et donc le flux) 
magnétique est proportionnel au courant, 


y, 


b=LI E=-LT 


où L est appelée la self-inductance du circuit (en V.s.A7! ou H). C'est une quan- 
tité intrinsèquement positive qui joue le même rôle dans les circuits électriques 
que la masse dans les systèmes mécaniques : plus L est grand, plus il est difficile 
de changer l'intensité du courant de la même manière que plus la masse d'un 
objet est grande, plus il est difficile d'en changer la vitesse. 
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Énergie magnétique 


Énergie d’une distribution de courants (constants) 


Le travail W que nous devons fournir pour augmenter l'intensité du courant 
dans un circuit (de résistance nulle) est le travail nécessaire pour vaincre la force 
électromotrice qui apparaît dans le circuit (suite à cette augmentation) 


dW_dU_ ,., ,,.di pe 

== EI LIT + U=Su 

Ÿm = LI ” U=5fA-(de) 
(a 


L'expression pour une distribution volumique de courants s'écrit 


u=; fa-iav ou encore ee B°(r) dV 
2 Jy 210 Jrs 


Interprétation 


L'énergie U d'un système de courants (constants) est disséminée dans tout l'es- 
pace ou règne un champ magnétique avec une densité 
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Loi d'Ampère-Maxwell 


La loi d'Ampère a été établie en étudiant le champ magnétique créé par des 
courants constants. Elle n'est plus valable pour des courants variables. En effet, 


équation de 


Ampère continuité 5) t Gauss 0E 
= V(VXB( D) = oi) = moe 2 (ane) à 


Maxwell proposa, sans justification expérimentale mais en grande partie pour 
des raisons de symétrie, d'ajouter un terme à la loi d'Ampère qui la rend compa- 
tible avec l'équation de continuité. De la même façon qu'un champ magnétique 
variable induit un champ électrique (Faraday), Maxwell postula qu'un champ 
électrique variable induit un champ magnétique. Il écrivit 


V x B(r,t) = lo j(r, t) 


La confirmation expérimentale de la théorie de Maxwell dû attendre de nom- 
breuses années, jusqu'à l'observation des ondes électromagnétiques par Hertz en 
1887 (après la mort de Maxwell). 
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Équations de Maxwell 


Équations de Maxwell dans le vide (1873) 


(MW1) 

(MW2) 

(MW3) 

SE) = ho j(r (MWA4) 
(Lorentz) 


(MW1) = loi de Gauss 
(MW2) = absence de monopôles magnétiques 


(MW3) = loi d'induction de Faraday 
(MWA4) = loi d'Ampère (+ correction de Maxwell) 


1 
V€0H0 


Vitesse de la lumière dans le vide : c — 
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re ns de Maxwell 


Boltzmann (1844-1906) 
« Fût-ce un Dieu qui écrivit ces signes? > Maxwell (1831-1879) 


"When | began my physical studies and sought advice from 
my venerable teacher Philipp von Jolly... he portrayed to me 
physics as a highly developed, almost fully matured science. 
Possibly in one or another nook there would perhaps be a dust 
particle or a small bubble to be examined and classified, but the 


system as a whole stood there fairly secured, and theoretical 


physics approached visibly that degree of perfection which, for 
Max Planck (1858-1947) example, geometry has had already for centuries.” 
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ere de Maxwell 


e Les équations de Maxwell forment un système d'équations aux dérivées 
partielles pour les champs du premier ordre par rapport au temps et aux 
coordonnées spatiales (en ce sens, la “coordonnée temporelle” + et les coor- 
données spatiales x, y, z sont traitées sur un pied d'égalité, soulignant le caractère 
relativiste de ces équations). 


e || convient d'ajouter aux équations de Maxwell des conditions aux limites 
physiques, en général E, B — 0 à grande distance d'une distribution loca- 
lisée de charges. 


e Les équations de Maxwell sont linéaires (— principe de superposition). 


= Si (E1,B1) et (E2, B2) sont solutions des équations de Maxwell en l'absence 
de sources (p = 0,j — 0), alors toute combinaison linéaire (c1 E1 + c2E2, c1B1 + 
c2B:2) est solution des équations de Maxwell en l'absence de sources. 


= Si (E1,B:1) et (E2,B2) sont solutions des équations de Maxwell pour le 


u 


sources (p1,j1) et (p2,j2) respectivement, alors toute combinaison linéaire (c1 E:1 - 


c2E2, c1B1+c2B2) est solution des équations de Maxwell pour les sources (c1 p1 - 


C2P2,C1j1 + c2j2). 
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Équations de Maxwell 


Quelques propriétés des équations de Maxwell (suite) 


o Les équations de Maxwell contiennent la loi de conservation locale de la 
charge (— équation de continuité). 


o Les équations de Maxwell contiennent la loi de conservation de l'énergie 
totale (— théorème de Poynting). 


e Les équations de Maxwell sont invariantes par transformations de Lorentz. 
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Équations de Maxwell 


Equations de Maxwell sous forme intégrale 


Je-nas- 2 (MW1) 


€o 


S 
B:ndS =0 (MW2) 
S 


fe.ae--7/[8.nas (MW3) 
c dt Js 


Be = ol + noce & [ B-nas (MWA4) 
c dt Js 


Flux de E au travers d'une surface fermée — (Charge englobée par la surface)/eo 
Flux de B au travers d'une surface fermée — 0 

Circulation de E sur une boucle fermée = —-+(Flux de B au travers de la boucle) 
Circulation de B sur une boucle fermée =  o(Courant au travers de la boucle) 


+ioco &(Flux de E au travers de la boucle) 
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Équations de Maxwell 


Ensemble de charges ponctuelles en mouvement 


À un ensemble de N particules ponctuelles chargées en mouvement [charges qi, 
vitesses v:, à — 1,2,..., N] correspondent les sources 


p(r,t) = 2 qiô(r — ri(t)) 


j(r,t) = > qivi(t)ô(r — ri(t)) 


Une telle distribution de charges en mouvement est caractérisée par une charge 
(électrique) totale Q = Ÿ), qi, et les moments dipolaires électrique et magnétique 


p(t) = > qiri(t) 
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Équations de Maxwell 


Potentiels électromagnétiques 


Les champs électrique Er, t) et magnétique B(r,t) peuvent s'exprimer à partir 
des potentiels électromagnétiques V(r,t) et A(r,t), 


OA 
E=-vy - = 
VV En 


B=VXxA 


Les équations de Maxwell pour les champs E et B sont alors équivalentes aux 
équations (du second ordre) pour les potentiels V et A, 


Q] LP 

AV + gi (V * A) ur 
o?A OV : 
AA — Hoéo=es —V (v : A + nc % ) — —HoJ 


Ces dernières sont en nombre réduit et peuvent être simplifiées en fixant la jauge 
de manière judicieuse. 
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Équations de Maxwell 


On peut en effet exécuter une transformation de jauge locale sur le potentiels 
électromagnétiques qui laisse invariants les champs électrique et magnétique 


A'=A+ VX E’-E 
= 
v'=v 2% B'=B 
ot 
où x = X(r,t) est un champ scalaire quelconque (au minimum trois fois continûment 


dérivable). 


Cette propriété, appelée invariance de jauge locale, apparaît dans la physique moderne 
comme un principe général que doit vérifier toute théorie sensée décrire les interactions 
fondamentales (électromagnétiques, électrofaibles, fortes, ...). 


Il est toujours possible d'effectuer une transformation de jauge de manière à 
satisfaire à la condition de jauge de Coulomb ou de Lorentz : 


Jauge de Coulomb Jauge de Lorentz 


OV(r,t) 
ot 


V:-Al(r,t) =0 V:Al(r,t) = —eouo 
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Érenre de Maxwell 


Jauge de Coulomb 


Il est toujours possible d'effectuer une transformation de jauge de manière à 
satisfaire à la condition de jauge de Coulomb 


V:-Al(r,t)=0 (A transverse) 


Dans la jauge de Coulomb et en l'absence de sources (p = 0,j = 0), 
1 @ 
V(r, t) = 0 et (a — ) Ar, t) = 0 


Les champs électrique et magnétique se déduisent uniquement du potentiel vec- 
teur par les relations 
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Ondes électromagnétiques 


Équations d'ondes 


Les équations de Maxwell dans le vide et en l'absence de sources 
B 
V x E(r,t) = bte) V:E(r,t) =0 (E transverse) 
VX B(r,t) = loco —— V:-B(r,t)=0 (B transverse) 


mènent aux équations d'ondes 


Ces équations possèdent des solutions dynamiques : les champs électrique et 
magnétique peuvent avoir une existence indépendante des sources (ex : anni- 
hilation e +e* — y + y). Les champs se présentent sous la forme d'ondes 
vectorielles transverses. Notons que Efr,t) et B(r,t) obéissent exactement à la 
même équation. 
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Ondes électromagnétiques 


Cherchons des solutions d'ondes planes monochromatiques progressives 
E(r,t) = el [Eo ae] B(r, #) = 4 [Bo ons) 


où k est le vecteur d'onde qui donne à la fois la direction de propagation et 
la périodicité spatiale de l'onde À — 2x/k. La fréquence w donne la périodicité 
temporelle de l'onde T = 2r/w. Ces ondes planes sont solutions des équations 
d'ondes à condition que 

w 1 


k Ven 


La vitesse de propagation des ondes électromagnétiques dans le vide est donc 
égale à la vitesse de la lumière dans le vide c quelque soit leur fréquence. En 
outre, les vecteurs Eo et Bo doivent vérifier les relations 


Eo -k=0, Bo -k=0, wBo = kxEo (= cBo = Eo) 


= 310%ms l=e 


E? w Eopo 0 v 


Les vecteurs (k, Eo, Bo) forment un repère droit (ou dextrorsum). Les ondes 
électromagnétiques planes sont donc des ondes vectorielles transverses (2 pola- 
risations possibles). De plus, la forme des équations de Maxwell impose que les 
champs E et B soient toujours en phase. 
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"We can scarcely avoid the inference that light consists in the 
transverse undulations of the same medium which is the cause 


of electric and magnetic phenomena." 


Maxwell (1831-1879) 


Hertz did not realize the practical importance of his experi- 
ments. He stated that, 

"It's of no use whatsoever[...] this is just an experiment that 
proves Maestro Maxwell was right - we just have these myste- 
rious electromagnetic waves that we cannot see with the naked 


eye. But they are there.” 


Asked about the ramifications of his discoveries, Hertz replied, 


Hertz (1857-1894) "Nothing, | guess.” 
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= Ondes électromagnétiques 


Ondes électromagnétiques planes (11) 


Les champs E et B de l'onde électromagnétique oscillent en phase. Ils sont perpen- 
diculaires entre eux et perpendiculaires au vecteur d'onde k qui donne la direction de 
propagation de l'onde. Cas d'une polarisation linéaire : 


E 


k E 
E(r,t) = Eo sin(k :r — wgt), B(r,t) = + x = sin(k :r —wygt) 


Les équations de Maxwell expliquent comment ces ondes peuvent se propager physiquement à travers l'espace en l'absence de milieu 
(d'éther). Le champ magnétique variable crée un champ électrique variable suivant la loi de Faraday. En retour, ce champ électrique crée 
un champ magnétique variable par le biais de la correction de Maxwell à la loi d'Ampère. Ce cycle perpétuel autorise l'existence d'ondes 


électromagnétiques qui se propagent à la vitesse de la lumière c. 
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Ondes électromagnétiques 


Paquet d'ondes 


Les champs E et B de l'onde électromagnétique oscillent en phase. Ils sont 
perpendiculaires entre eux et perpendiculaires au vecteur d'onde k qui donne la 
direction de propagation de l'onde. Cas d’une polarisation linéaire : 


k 


E(r,t) = Eo f(k:r — wpgt), B(r,t) = EX — f(k-r —-wpt) 


constituent aussi des solutions des équations de Maxwell en l'absence de sources. 


Électromagnétisme 


Spectre électromagnétique 


Fréquence Longueur 
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(Hz) d'onde (m) 
A cl Rayons y 
EHz 10154 | Rayons X 
1080 
| : 11 Ultraviolet 
PHz = 3 Lumière visible = 
101 d 
l il Infrarouge 
THz | 1027 
107? Micro-ondes 
GHz 0° d .. Radars —| 
] JL Radio FM 
MHz) 10°. A 
1 10° Ondes hertziennes 
Î 51 
kHz | 105. 59 


380 nm 


480 nm 


580 nm 


680 nm 


780 nm 
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Potentiels retardés 


Potentiels retardés 


En jauge de Lorentz, les potentiels électromagnétiques obéissent à des équations 
d'ondes découplées 


2 p(r,t) 2 1 © 
V(r,t) = -——— ù = À = 7 > 
(r,t) ë. où e de est 
: | l'opérateur des ondes 
Art) = —phoj(r,t) ou d'Alembertien. 


Les solutions physiques (qui respectent la causalité) de ces équations d'ondes 
sont données par les potentiels retardés 


où t — t, représente le temps que met l'information sur la présence de charges 
et de courants en r’ à se propager jusqu'en r à la vitesse de la lumière c. 
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Théorème de Poynting 


Théorème de Poynting : conservation de l'énergie 


Le théorème de Poynting exprime la conservation de l'énergie totale. 

Désignons par Une l'énergie mécanique (cinétique, potentielle gravifique, ..) 
d'un ensemble de particules contenues dans un volume V. Si aucune particule ne 
sort du volume, nous avons 


Huit. - fs. rs) 


OÙ Uëm — Uém(t) représente l'énergie du champ électromagnétique contenu dans 
le volume V à l'instant t (uém(r,t) étant la densité d'énergie), 


eo E°(r, t) a) t) 
- 2 re 2 Lio 


Dan) = fente) dV avec Uém(r,t) = 
v 


et S est le vecteur de Poynting qui représente l'énergie par unité de temps et par 
unité de surface transportée par le champ ([S]—J.m"?.s"?), 


Se LE. Be. 
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Théorème de Poynting 


Conservation de l'impulsion 


Désignons par Pre l'impulsion mécanique totale d'un ensemble de particules 
contenues dans un volume V. La conservation de l'impulsion totale (champs + 
particules) s'écrit (pour la composante à = x,y,z) 


d(Pém + Pméc)i = f on Tin; dS 


dt 
j=%,y,2 


Où Pém — Pém(t) représente l'impulsion du champ électromagnétique contenu 
dans le volume V à l'instant £ (pem(r,t) étant la densité d'impulsion), 


= 1 Pém(r,t)dV avec  pém(r,t) = uoëo S(r,t) 
v 


et où 7 est le tenseur des contraintes de Maxwell, de composantes 


(Ti = Ti = 0 (28, = joue") + _ L (m5, - B; LS) 
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Théorème de Poynting 


Energie et impulsion dans les ondes électromagnétiques 


Considérons une onde plane monochromatique polarisée linéairement se propa- 
geant selon Oz (vecteur d'onde k = ke, pulsation w; = kc), 


E(r,t) = Eo sin(kz — wrt), B(r,t)=e,x “ sin(k£z — wrt) 


e Densité d'énergie électromagnétique 


Uém(r,t) = ue(r,t) + um(r,t) = Que(r,t) = €0E6 sin°(kz — wrt) 


Eÿ 

(tén(r, 0) = à TET =D (T=2r/0x) 

eo Vecteur de Poynting 
Ei 4. 
S(r,t) = uém(r,t)ce, —= Ir) ={(S(r,t)) = + (intensité) 

e Densité d'impulsion 

ém\F, E2 

Pén(r, t) — a ez — (Pém(r 4) = — 2 ez 


Ces résultats peuvent s'interpréter en termes de photons de de masse nulle 
se déplaçant à la vitesse de la lumière) d'énergie Aw et d'impulsion (Aw/c) e.. 
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Champs radiatifs 


Solutions générales des équations de Maxwell 


Les champs électrique et magnétique qui satisfont aux équations de Maxwell 
pour des sources arbitraires p(r,t) et j(r,t) se déduisent des potentiels retardés 
par les relations E(r,t) = —VV(r,t) — d,A(r,t) et B(r,t) = V x Alr,t), soit 


où les champs radiatifs, qui par définition se comportent en 1/r à grande dis- 
tance, sont donnés par 


Do fesse enr 


” Ameo c mr clr-r 


. : 
Br = 28 f AMP), EE ap 


AT c [r — r’|2 
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= Champs radiatifs 


Les champs radiatifs sont ceux qui transportent de l'énergie. La signature d'un rayon- 
nement d'énergie est un flux irréversible d'énergie émanant d'une source. Considérons 
une source localisée près de l'origine de notre système de coordonnées. Imaginons une 
sphère de rayon r, beaucoup plus grande que les dimensions de la source. La puissance 
totale (énergie totale par unité temps) passant au travers de la surface S, de la sphère 
est donnée par l'intégrale du vecteur de Poynting, soit 


1 
P(r,t) = S-ndS = — (ExXB)-ndS 
Sr H0 JS, 
La puissance rayonnée est définie comme la limite de cette quantité lorsque r tend vers 
l'infini, 
Prad(t) = mn P(r,t) (définition) 


Elle représente l'énergie qui est transportée par unité de temps à l'infini, et qui ne 
revient donc jamais. Puisque la surface de la sphère vaut 4nr?, pour avoir un rayon- 
nement (P.4 # 0), il faut que le vecteur de Poynting se comporte à grande distance 
comme 1/r?. Les champs (électrique et magnétique) statiques se comportent au mieux 
comme 1/r? et le vecteur de Poynting au mieux comme 1/r“. Les sources statiques ne 
rayonnent donc pas. En revanche, des champs variables dans le temps (provenant de 
sources variables dans le temps) possèdent des composantes qui se comportent comme 
1/r à grande distance. Ce sont ces composantes qui donnent lieu à un rayonnement 
électromagnétique. 
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Champs radiatifs 


Dipôle électrique oscillant 


On considère deux sphères conductrices de taille négligeable reliées entre elles 
par un fil conducteur parcouru par un courant oscillant. Ce courant est choisi de 
manière à ce que les sphères portent une charge +q(t) — +qo cos(wt). 


zone de radiation : À & r 


dipôle ponctuel : d & À,r 


Les densités de charge et de courant associées à cette distribution de charges 
non-stationnaire, 


p(r,t) = go cos(wt)[ô(r — d/2e:) — ô(r + d/2e.)] 
j(r,t) = —qowsin(wt)ô(x)ô(y)(d/2 — |2|) e- 
donnent lieu à un moment dipolaire électrique oscillant 


p(t) = pocos(wt), po = gode: 
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Champs radiatifs 


Dipôle électrique oscillant 


À la limite ponctuelle (d & r, d & c/w — X/2r) et à grande distance de la 
source (r > c/w, zone dite de radiation), les potentiels électromagnétiques sont 
donnés (en ne retenant que les termes en 1/r) par 


rod 2 : HO) rs mie OT infu(é — r/c)] 


Areo J'y Tr] ” Aréoc 


sl 


: ! 
A(r,t) = _ er dv'= es sin[w(t —r/c)le: + 


Ces potentiels électromagnétiques dépendent du temps retardé t—r/c et donnent, 
pour cette raison, lieu à des champs radiatifs 


2 … 
pow” sin 0 1 
Eat.) = = - a 
a(r,t) Lee à cos[w(t — r/c)|eo - 
til E,; , ? i 
Bsad(r, t) = erXEna(r;t) __ pou” sinÿ coslw(t — r/c)]e 


c Areoc r 
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Champs radiatifs 


Rayonnement dipolaire électrique : profil d'intensité 


Les champs radiatifs représentent des ondes (sphériques) monochromatiques de 
pulsation w se propageant dans la direction radiale à la vitesse de la lumière. 
Eaa(r,t) et B:a(r,t) sont en phase, mutuellement perpendiculaires et trans- 
verses. Le rapport des amplitudes vaut Es 0/ Brad,o = C. 


Vecteur de Poynting Puissance rayonnée 
(moyenné sur une période) (moyennée sur une période) 
A 1500 2, 4 
pow” sin 0 Pow 
Srad) = = —> — er > (Pad) = Srad) NAS = ——— 
(Srec) 3272e0c r? * (Pres) / (Ses) 12Te0c? 


co 


Z 
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Champs radiatifs 


Rayonnement par une source arbitraire localisée 


Pour une distribution localisée de charges et de courants arbitraires dépendant 
du temps, les résultats précédents restent valables. Plus précisément, dans la 
zone de radiation (loin des sources) les champs radiatifs sont donnés par 


bto) sin@ 

Are r. É 

er X Ersd(r,t) _ p(to) sing, 
c ATEo® Tr 


Esd(r,t) © 


Bsaa(r,t) © ” 
où p(to) = J,,p(r; to) r dV est le moment dipolaire électrique de la distribution 
de charges évalué au temps retardé to = t—r/c, et l'axe z est dans la direction 
de p(to). 


Le vecteur de Poynting est donné par 


= Bo)? sin’, 


Srd(r,t) & 167260c  r? 


; 
et la puissance totale rayonnée vaut 
2 


Pad = —— 
ÔTeoc® 
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Formule de Larmor 


Toute charge accélérée (ou décélérée) génère un champ de radiation. Le champ 
émis étant proportionnel à l'accélération, la puissance rayonnée est proportion- 
nelle au carré de l'accélération 


Cependant, si les charges subissent juste une transla- 
tion uniforme, le champ E,4 s'annule et il n'y a au- 
cun rayonnement émis. Ceci peut être vu comme une 
conséquence du principe de relativité restreinte qui 
dit que les lois de la physique sont invariantes (ont 
la même forme) dans tous les référentiels d'inertie 
(référentiels en MRU les uns par rapport aux autres). 
Puisque la particule chargée ne rayonne pas dans le 
référentiel où elle est au repos, elle ne rayonnera pas 
non plus dans tout autre référentiel inertiel où elle 
est en MRU. 
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Champs créés par une charge ponctuelle en MRU 


Champs créés par une charge ponctuelle en MRU 


Les champs électrique et magnétique créés par une charge ponctuelle q se déplaçant 
le long d'une trajectoire rectiligne R(t) — (vt,0,0) à vitesse constante sont 
donnés par 


q 1-8 r-R(+) 
DE 
(> 4ATéo (1 — B2 sin? g')°"? r — R(t)P? 
B(r,t) = x E(r.t) 
[ei [ei 


où B = v/c et 0’ est l'angle entre e,_r(«4) et ex (direction de propagation). 
(&) 


E 


Fig. Lignes de champs électrique et magnétique créés par une particule 
chargée en mouvement rectiligne uniforme (MRU). 
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Rene et rayonnement synchrotron 


Rayonnements de freinage et synchrotron 


Rayonnement de freinage Rayonnement synchrotron 
Bremsstrahlung 
a et v colinéaires a et v perpendiculaires 
dP _ ga sin? 4 dP _ ga (1—Bcos0) —(1— 8?) sin? 0 cos g? 
dQ  1672e0c (1 — Bcos0)* dQ  167260c° (1 — 8 cos0)$ 


B = v/c et 0 est l'angle entre vetr 
B = 0 : régime non relativiste, 8 < 1 : régime relativiste 
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Modes d'une cavité électromagnétique 


Partons des équations de Maxwell pour les champs Efr,t) et B(r,t) en l'ab- 
sence de sources et cherchons des solutions qui oscillent dans le temps avec une 
pulsation w donnée, 


E(r,t) = E(r)e *! V x E(r) = iwB(r) V:-E(r) =0 
=> 
B(r,t)=B(r)e “! V x Br) = —-ioeowE(r) V-B(r) =0 


Ceci nous mène directement aux équations d'Helmholtz (dans le vide) 


qui ne possèdent en général de solutions que pour certaines valeurs de w = kc, 
appelées fréquences propres. Ces fréquences propres et les modes propres associés 
(les champs Er) et B(r)) dépendent en réalité des conditions aux limites im- 
posées aux champs par la géométrie du système et par les propriétés électrique 
et magnétique de ses frontières (ex : une cavité métallique de forme cubique). 
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Émis d'une cavité électromagnétique 


Dans un conducteur parfait (mouvement libre et instantané des charges), les 
champs électrique et magnétique sont nuls!. Seul le champ électrique E. (r) 
normal à la surface du conducteur et le champ magnétique B}(r) parrallèle à la 
surface peuvent être non nuls (de même que les densités surfaciques de charge 
o(r) = eE(r) et de courant K(r) = —-yon x By(r)). 


Dans une cavité métallique cubique de coté L, en posant k,, — nix/L (i — 
xæ,y,2), on a 
E(r) = Eosin (kn,æ) sin (kn,,y) sin (&n. 2) 


avec n; € N. Les seules fréquences permises sont 


sonne Une las he) 


1. Plus précisément, E = O dans le matériau conducteur et la troisième équation de Maxwell 


(VXE(r,t) = — BCE) montre que B est stationnaire dans le matériau. Si initialement le champ 


magnétique était nul, il le reste constamment. 
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Mouvement d'une particule chargée dans un champ électromagnétique 


La force que ressent une particule (relativiste ou non) de charge q et de vitesse 
v plongée dans un champ électromagnétique est la force de Lorentz 


Fz(r,t) = q(Elr,t) +v x B(r,t)) 


Les équations du mouvement, qui déterminent l'évolution temporelle de la posi- 
tion de la particule r(t) = (x(t),y(t),z(t)), sont les équations de Newton. Dans 
le régime non-relativiste, celles-ci s'écrivent 


do = F(r(t),t) (2e loi de Newton) 
avec 
p(t) = mov(t) (quantité de mouvement) 


où mo est la masse au repos de la particule, soit 


(+) — _— [Ex (r(t),t) + (0) B:(r(0),0 — 20) B,(r(0,0)] 


ÿ(t) = L [Eu (rt), à) + 2(6)B2(r(0),0) — à(6)B.(r(0),0)] 


2() = _. LE: (66), 8) + à()B,(r (0,0) — 56) Ba (rt), d)] 
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Mouvement d’une particule chargée dans un champ électromagnétique 


Mouvement dans un champ magnétique homogène 


En l'absence de champ électrique et en présence d'un champ magnétique ho- 
mogène B = Boe:, la force de Lorentz est, à tout instant, orthogonale à e; et 
les équations du mouvement se réduisent à 


20 = je, jo = 36, 26) =0 
mo mo 


Ces équations admettent comme solution générale 
æ(t) = to + R cos(wct + @) 
y(t) = yo + Rsin(wct +) 
2(Ë) = 20 + vt 


avec we = qBo/mo. La quantité positive [wc| = Bol est appelée pulsation cy- 


clotron. Le mouvement global est la composition d'un MRU dans la direction du 
champ magnétique et d'un mouvement circulaire uniforme dans le plan orthogo- 
nal au champ magnétique. La trajectoire est une hélice de pas h = v.(2r/we). 
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Mouvement d'une particule chargée dans un champ électromagnétique 


Les équations du mouvement s'écrivent sous forme Lagrangienne 


dôL 6. a 
dt Odi Oqi La qi on :Ÿ; 


avec le Lagrangien (dans le régime non-relativiste) 


: L 
L(gi, di, t) — LL Es q[V(r,t) . Ar, d) ° v] 
_— a” 
potentiel généralisé 


où V(r,t) et A(r,t) sont les potentiels scalaire et vecteur dont dérive le champ 
électromagnétique. 


Tout se passe comme si la particule chargée ressentait à chaque instant t le 
potentiel alV{r, t)—A(r,t) -v(#)]. Bien que le lagrangien dépende explicitement 
des potentiels électromagnétiques, et donc du choix de la jauge, les équations 
du mouvement, elles, n'en dépendent pas. Un changement de jauge correspond 
à ajouter au Lagrangien la dérivée totale par rapport au temps d'une fonction. 
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Mouvement d'une particule chargée dans un champ électromagnétique 


Les équations du mouvement s'écrivent sous forme Hamiltonienne 


dqi _ 0H dpi ___ OH 
dt  ôpi, dt _ Oq: 


où p; sont les impulsions canoniquement conjuguées aux coordonnées q; (ou 
impulsions canoniques) 


Pi — Odi 
Celles-ci doivent être distinguées des composantes de la quantité de mouvement 
(ou impulsions mécaniques) movi = pi — qA:. L'hamiltonien dans le régime 
non-relativiste a pour expression 


(p — gA(r,t))* 
2mo 


= Movi + qA; (qi = x,y,2) 


H = + qV(r,t) 

où le premier terme représente l'énergie cinétique K — mov?/2 de la particule 
chargée plongée dans le champ électromagnétique et le second terme son énergie 
potentielle (définie à une constante additive près). 


